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基于锈损单元畸变控制的结构 3D 荷载
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摘 要：锈蚀损伤易引起局部单元畸变，导致结构非线性拓扑优化数值失稳。针对现有抑制方

法主要用于大变形弹性结构，存在效率低、适用性差等问题，难以满足锈损结构 3D 荷载路径搜

寻的不足，提出了基于锈损单元畸变控制的结构 3D 荷载路径拓扑搜寻方法。首先，该方法采

用局部刚度自适应缩放的思想来控制锈损单元畸变，通过定义的锈损单元畸变度对其局部刚

度按不同比例进行缩放，同时抑制单元畸变与优化误差。其次，给出了锈损结构荷载路径搜寻

的非线性拓扑优化数学表达式，考虑材料劣化和粘结退化的影响，基于伴随法推导了锈损单元

灵敏度计算公式。最后，开展数值算例验证，表明了本文方法能合理地生成锈蚀损伤结构 3D
荷载路径，揭示了锈蚀 RC 梁荷载路径发展规律。
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Topology search method for structural 3D load paths based on 
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Abstract：Corrosion-damage can easily cause local elements distortion， leading to numerical instability in 
the nonlinear topology optimization of structures. Existing suppression methods are mainly applied to elastic 
structures undergoing large deformation， but these methods suffer from the issues such as low efficiency 
and limited applicability， making them difficult to meet the requirements of 3D load paths search for 
corrosion-damaged structures. Therefore， a method for structural 3D load paths topology search based on 
distortion control of corrosion-damaged elements is proposed in this paper. Firstly， this method employs 
the concept of adaptive scaling of local stiffness to control the distortion of corrosion-damaged elements. 
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Their local stiffness is scaled at different proportions based on a defined distortion degree of corrosion-
damaged elements， while restraining element distortion and optimization errors. Secondly， a mathematical 
expression of nonlinear topology optimization of load paths search in corrosion-damaged structures is given. 
By taking into account the effects of material deterioration and bond degradation， a sensitivity calculation 
formula for corrosion-damaged elements is derived based on the adjoint method. Finally， numerical 
examples are conducted for verification， demonstrating that the proposed method in this paper can 
reasonably generate 3D load paths for corrosion-damaged structures， revealing the development law of 
load paths in corroded RC beams.
Key words：civil engineering； distortion control of corrosion-damaged elements； numerical instability； 
local stiffness adaptive scaling； load paths； topological search

0 引　言

钢筋锈蚀是造成钢筋混凝土（Reinforce con⁃
cret， RC）结构破坏的主要因素之一［1，2］。锈蚀会

导致钢筋与混凝土材料力学性能损失、粘结退化

和混凝土开裂等损伤，进而影响结构安全性与服

役性能［3-5］。当 RC 结构遭受上述损伤时，RC 结构

D 区的内力轨迹形式（即荷载路径）会发生改变。

锈蚀损伤 RC 结构荷载路径对于理解结构传力机

理和指导结构维修加固具有重要意义。

近年来，已有学者采用线弹性拓扑优化方法

得到了 RC 结构的荷载路径［6-8］，但该类方法主要

侧重于搜寻素混凝土结构弹性荷载路径，忽略了

混凝土材料的拉-压不对称响应与埋置钢筋对结

构荷载路径的影响［7，9，10］。随后，一些学者通过考

虑钢筋与混凝土不同的拉、压力学性能，提出了基

于双相材料拓扑优化的荷载路径搜寻方法［6，8，11］。

该类方法得到了 RC 结构抗压混凝土与抗拉钢筋

的最优布局，可指导 RC 结构的初始配筋设计。

然而，上述方法忽略了钢筋锈蚀导致的系列损伤

的影响，难以适用于锈蚀 RC 结构实际荷载路径

轨迹的搜寻。

钢筋锈蚀会影响 RC 结构的非线性响应，进

而改变 RC 结构的荷载路径轨迹。首先，锈蚀引

起的系列损伤会降低局部区域结构刚度，使得相

同外部荷载下结构的变形增大，导致结构应力或

应变能分布发生变化，在荷载路径搜寻过程中低

效混凝土单元（即应变能较小的单元）会被逐渐删

除，进而影响 RC 结构荷载路径轨迹的演化。此

外，拓扑优化方法中最小密度单元刚度通常被人

为地降低了 10-9倍［12-14］，加之锈蚀损伤的影响，使

得刚度无穷小的锈损单元易发生畸变，进而导致

锈蚀 RC 结构荷载路径拓扑搜寻过程出现数值失

稳问题［15，16］。目前，已有学者给出了一些非线性

拓扑优化过程中的数值失稳抑制方法，如单元删

除法［17］、收敛准则松弛法［18-20］、能量插值法［21］、单

元连通性参数化法［15］和添加超弹性材料技术［22］。

然而，这些方法主要针对大变形弹性结构的几何

非线性拓扑优化数值失稳问题，其数值实现过程

较为复杂且求解速率缓慢，难以适用于锈损 RC
结构的荷载路径搜寻。此外，Yuan 等［23］提出了一

种基于刚度自动调节的锈蚀 RC 结构荷载路径生

成方法。然而，该方法主要针对二维锈蚀 RC 梁

的荷载路径生成问题，难以适用于荷载路径更为

复杂的三维（Three-dimensions， 3D）锈损 RC 结

构，相关问题还有待进一步研究。

为此，本文提出了一种基于锈损单元畸变控

制的结构 3D 荷载路径拓扑搜寻方法。首先，给出

了一种局部区域锈损单元畸变控制方法来克服荷

载路径搜寻过程中锈损单元畸变引发的数值失稳

问题。其次，通过考虑材料性能损失和粘结退化

的影响，基于伴随法推导了锈损单元灵敏度计算

公式。最后，通过数值算例说明了本文所提方法

的有效性与适用性，并讨论了不同锈蚀水平下

RC 结构的 3D 荷载路径发展规律。

1 局部区域锈损单元畸变控制方法

本文提出了一种局部区域锈损单元畸变控制

方法来克服荷载路径搜寻过程中的数值失稳问

题。该方法采用局部刚度自适应缩放的思想来控

制锈损单元畸变，结合锈损单元畸变度对单元刚

度进行多比例缩放来抑制数值失稳问题。该方法

可控制局部区域单元刚度增长与衰减的速度，从

而有效地抑制单元畸变与优化误差。
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在双向渐进结构优化（Bi-directional evolu⁃
tionary structural optimization， BESO）方法中，单

元的删除是通过将材料相对密度从 1 转换到 x͂m 来

实现的［24］。各单元刚度矩阵 k i 与材料相对密度 x͂ i

的关系为：

k i = x͂p
i ∫ vco

BTDC Bdvi = x͂p
i k c， x͂ i = x͂m or 1    （1）

式中：B为应变-位移矩阵；k c 为混凝土单元刚度

矩阵；v co 为混凝土单元的体积；DC 为弹塑性本构

矩阵；p 为惩罚因子，通常取 p = 3［25］。单元密度

x͂ i = xm 表明第 i 个单元为“空”单元，其单元刚度

矩阵为 x͂p
m k c。材料最小密度通常设置为 x͂m =

0. 001。因此，单元的刚度被人为地降低了 10-9

倍。此外，加之钢筋锈蚀导致的系列损伤的影响，

该无穷小刚度的锈损单元会发生畸变，从而导致

荷载路径搜寻过程出现数值失稳问题。

一种简单的方法是通过增大局部区域锈损单

元的刚度以缓解其畸变问题，如图 1 所示。在拓

扑优化过程中，无穷小刚度的锈损单元对原始结

构非线性响应的影响可以忽略不计。然而，过度

地增加锈损单元刚度会影响原始结构的非线性响

应，从而引起拓扑优化中的误差，影响结构荷载路

径的搜寻［16］。

锈损单元的刚度极小，其本构关系可以表

示为：
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式中：k e，η 为锈损单元刚度矩阵；D e，η 为本构矩阵；

vi 为第 i 个单元的体积；v e 和 Em，η 分别为泊松比和

弹性模量。

由式（2）可知，锈损单元刚度与 v e 和 Em，η 有

关。因此，在荷载路径搜寻过程中，可通过改变锈

损单元弹性模量来调节单元刚度。

针对上述问题，本文给出了一种局部刚度自

适应缩放策略。在每次优化迭代中，通过追踪局

部区域锈损单元最大畸变度，自动调节该区域锈

损单元刚度 k k
m，η。为避免在荷载路径搜寻过程中

Em，η 值过小导致的数值失稳问题，将初始弹性模

量设为一个较大的值 E 0
m，η = 10-4 E c。在第 k + 1

优化迭代步中，当锈损单元的最大应变 εk
max≥应变

阈值 ε* 时，本文所提的局部刚度自适应缩放策略

可表示为：

E k + 1
m，η =

ì
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î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

( α2 + f ( x ) ) ⋅ E k
m，η， f ( x ) < f ( α1 )

( α3 + f ( x ) ) ⋅ E k
m，η， f ( α1 ) ≤ f ( x ) < f ( e )

ln ( x ) ⋅ E k
m，η， f ( e ) ≤ f ( x ) < 0.999

x ⋅ E k
m，η， 0.999 ≤ f ( x )

（3）
        当 εk

max≤ε* 时，局部刚度自适应缩放策略可表

示为：

E k + 1
m，η = max ( f ( x )+ 1 - f ( 1 )， α4 ) ⋅ E k

m，η    （4）
式中：E k

m，η 和 E k + 1
m，η 分别为第 k 步和第 k+1 步锈损

单元的弹性模量；α1、α2、α3 和 α4 为控制单元刚度

增长速率的系数［25］。初始应变阈值 ε* 等于原数值

模型中混凝土单元的最大应变，在每个优化步骤

中 将 应 变 阈 值 ε* 更 新 为 εk
max = ( εk

max + ε* ) /2。
f ( x )为 sigmoid 函数，可以表示为：

f ( x )= 1
1 + e-x

， x > 0 （5）

式中：x = εk
max ε* 为锈损单元的畸变程度。

采 用 sigmoid 函 数 可 以 逐 步 地 调 整 弹 性

模量 E k
m，η。

在结构荷载路径搜寻过程中，通过对比锈损

单元最大应变与应变阈值的大小，基于式（3）和式

（4），对局部区域锈损单元刚度进行调节。若

εk
max > ε*，则增大下一个迭代步中局部区域单元刚

度 k k
m，η，克服单元畸变导致的数值失稳问题。若

εk
max ≤ ε*，则减小下一个迭代步中局部区域单元刚

度 k k
m，η，抑制因单元刚度增加而引起的优化误差。

2 锈蚀 RC 结构荷载路径拓扑搜寻

优化公式与灵敏度分析

锈蚀导致的材料性能损失和粘结退化会影响

结构位移 U，进而改变锈蚀 RC 结构的荷载路径

轨迹。本文给出了锈蚀 RC 结构荷载路径搜寻问

F

第k迭代步

过滤半径

最大应变

锈损区域

锈损单元刚度

降低10−9倍

荷载路径

设计域ΩD

rmin
εmaxk

ki=ρi  ∫v  BTDcBdvi
p

i

图 1　局部区域锈损单元畸变示意图

Fig. 1　Schematic diagram of local corrosion-damaged
elements distortion
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题的非线性拓扑优化公式，基于伴随变量法，推导

了锈损单元灵敏度计算公式，展示了锈蚀 RC 结

构荷载路径搜寻数值实现方案。

2. 1　材料性能损失与粘结退化模拟

锈蚀 RC 结构荷载路径与钢筋和混凝土材料

非线性行为以及两者间的粘结行为有关。混凝土

材料力学行为采用混凝土塑性损伤（Concrete 
damage plasticity， CDP）模型进行模拟［19］。锈蚀

会导致钢筋与混凝土的力学性能以及两者间的粘

结性能退化，也会降低钢筋与混凝土的抗压强度。

钢筋锈蚀产物膨胀也会影响结构非线性响

应，但荷载路径搜寻往往需要进行几十至数百次

迭代和非线性有限元分析，直接模拟钢筋锈蚀产

物膨胀会大大增加荷载路径搜寻的复杂程度与计

算成本。因此，本文通过考虑钢筋锈蚀产物膨胀

对 混 凝 土 材 料 性 能 的 影 响 来 简 化 RC 梁 数 值

模型。

此外，结构荷载路径也受混凝土裂缝的影响，

混凝土开裂会将 RC 梁分割为多个混凝土柱，结

构通过这些混凝土柱与钢筋来传递内部应力，荷

载路径搜寻过程中会逐渐删除低效的混凝土单

元，使得一些低效的混凝土柱逐渐消失，优化迭代

过程中混凝土会进行应力重分布，最终保留最有

效的混凝土柱（即荷载路径），数值模型中混凝土

开裂行为由 CDP 模型表征。

假设纵向钢筋受均匀锈蚀，锈蚀混凝土抗压

强度 f 'cm 可表示为［26-28］：

f 'cm = fcm

1 + k r ⋅ ε1 /εcu
（6）

式中：fcm 为未锈蚀混凝土抗压强度；k r = 0. 1 为经

验系数；εcu 为最大压缩应变；ε1 为开裂混凝土平均

受拉应变。

ε1 的表达式为［28，29］：

ε1 = nbs ⋅ w cr /bw （7）
式中：bw 为未锈蚀 RC 梁初始宽度；nbs 为 RC 梁受

压区钢筋数量；w cr 为锈蚀 RC 梁总裂缝宽度。

w cr 的表达式为［27，30］：

w cr = 2πX ( u rs - 1 ) （8）
式中：u rs = 2，为体积膨胀率；X 为钢筋锈蚀深度。

X 的表达式为［30］：

X = ( 1 - 1 - η l ) r1 （9）
式中：r1 为钢筋半径；η l 为钢筋锈蚀率。

η l 的表达式为［31］：

η l =
Δm l，η

m l
= ΔA l，η

A l
⋅ 100% （10）

式中：Δm l，η 为锈蚀钢筋的质量损失；m l 为未锈蚀

钢筋质量；ΔA l，η 为锈蚀钢筋截面面积损失；A l 为

未锈蚀钢筋截面面积。

锈蚀钢筋的屈服强度和极限抗拉强度可分别

表示为［32］：

f ly，η = ( 1 - αy η l ) f ly （11）
f lu，η = ( 1 - αu η l ) f lu （12）

式中：f ly，η 和 f lu，η 分别为锈蚀钢筋的屈服强度与极

限抗拉强度；f ly 和 f lu 分别为未锈蚀钢筋的屈服强

度与抗压极限强度；αy = 0. 015，αu = 0. 013，均为

相关经验系数［32］。

锈蚀钢筋与混凝土间的粘结滑移行为采用弹

簧单元进行模拟。假定箍筋和上部纵向钢筋与混

凝土完全粘结。锈蚀钢筋与混凝土间粘结强度

τa，η 可表示为［23，26，31］：

τa，η = 0.60 ( )0.5 + C c

D l
fct ( 1 - λX ζ )+ kA s，η fsy，η

sD l

（13）
式中：C c 为混凝土保护层厚度；D l 为纵向钢筋直

径；A s，η 为锈蚀箍筋截面面积；λ = 0. 4，ζ = 0. 1，
k = 0. 16，均为经验系数［33，34］；s 为箍筋间距；fct 为

混凝土的抗拉强度，与其抗压强度 fcm 有关，可表

示 为 fct = 0. 56 fcm
［35］；fsy，η 为 锈 蚀 箍 筋 屈 服

强度［36］。

fsy，η = 1 - 1.1 ⋅ η s

1 - η s
fsy （14）

式中：η s 为箍筋平均锈蚀率；fsy 为未锈蚀箍筋屈服

强度。

弹簧单元刚度由钢筋粘结强度与相应的滑移

量确定，表达式为［37］：

K sp = πD l ⋅ l r ⋅ τa，η /S1 （15）
式中：l r 为混凝土单元长度；S1 为钢筋最大粘结应

力处对应的最大滑移值。

2. 2　锈蚀 RC 结构非线性拓扑优化公式与灵敏

度分析

锈蚀 RC 结构荷载路径搜寻问题的优化目标

是在体积约束 V * 下生成结构柔度最小（即刚度最

大）的拓扑构型。锈蚀 RC 结构荷载路径搜寻为

一个非线性拓扑优化问题，其数学表达式为：
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Minimize：C ( x͂，U ηl )= f T
extU ηl （16）

Subject to：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

R ( x͂，U ηl )= 0

∑
i = 1

n

x͂ i vi ≤ V *

x͂= [ ]x͂ 1  x͂2  …  x͂n
T

x͂ i = x͂m or 1 ( i = 1，2，…，n )

（17）

式中：C ( x͂，U ηl )为目标函数，即结构柔度；x͂为单

元设计变量的向量；x͂ i 为第 i 个单元设计变量（即

材料相对密度），可以取 1 或者 x͂m；fext 为外部荷载

向量；U ηl 为结构位移向量；vi 和 V * 分别为第 i 个
单元体积和目标体积分数；n 为设计域中的混凝

土 单 元 数 量 ；x͂m 为 单 元 相 对 密 度 的 下 限 ；

R ( x͂，U ηl )为锈蚀 RC 结构残余力。

锈蚀 RC 结构荷载路径搜寻的灵敏度公式为

目标函数 C ( x͂，U ηl )对设计变量 x͂ i 的偏导数，表达

式为［15，16，21］：

∂C ( x͂，U ηl )
∂x͂ i

= -( fextK-1
t，ηl )T ∂f int ( x͂，U ηl )

∂x͂ i
    （18）

式中：K t，ηl 为结构平衡状态下的切线刚度矩阵。

fextK-1
t，ηl 项可近似地表示为［15］：

fextK-1
t，ηl ≈ U ηl （19）

因此，锈蚀 RC 结构末端柔度可以近似地表

示为：

∂C ( x͂，U ηl )≈ U T
ηl f int ( x͂，U ηl ) （20）

当锈蚀 RC 结构处于平衡状态时，内力 f int 等

于外部荷载 fext，则U T
ηl f int ( x͂，U ηl )可以被看作是外

荷载所做的功（即应变能）。上述灵敏度公式可以

近似地重新写为：

∂C ( x͂，U ηl )
∂x͂ i

= - w i，ηl

∂x͂ i
（21）

式中：w i，ηl 为每个迭代步中单元 i的应变能。

锈蚀 RC 结构由混凝土材料、锈损材料和钢

筋组成，结构内部荷载 f int ( x͂，U ηl )可表示为：

f int ( x͂，U ηl )= fco，ηl + fwe + fcr，ηl （22）
式中：fco，ηl、fwe 和 fcr，ηl 分别为混凝土单元、锈损单元

和钢筋单元的内部荷载。

钢筋单元的内部荷载与材料密度无关，因此

∂fcr，ηl

∂x͂ i
=0。 RC 结构的灵敏度公式

∂C ( x͂，U ηl )
∂x͂ i

可

以写成：

∂C ( x͂，U ηl )
∂x͂ i

≈ - ∂w co，ηl

∂x͂ i
- ∂w we

∂x͂ i
（23）

式中：w co，ηl 和 w we 分别为混凝土单元和锈损单元

的应变能。

在锈蚀 RC 结构荷载路径搜寻过程中，单元

应变能可通过非线性有限元分析直接提取得到。

设计域中单元 i的应变能 w i，η 可表示为：

w i，η = x͂p
i w co，ηl +( 1 - x͂p

i ) wwe （24）
当锈损单元畸变控制方法被激活时，锈蚀

RC 结构灵敏度公式可表示为：

                       ∂C ( x͂，U ηl )
∂x͂ i

= p
x͂i

x͂ p
i w co，ηl -

                    px͂p- 1
i

1- x͂p
i + λ0

( 1- x͂p
i ) wwe （25）

式中：λ0 为非常小的常数［16］，可以设为 λ0 = 10-10 。

2. 3　荷载路径搜寻数值实现方案

锈蚀 RC 结构荷载路径搜寻过程包括 3 个阶

段，即预处理阶段、拓扑搜寻阶段和局部区域锈损

单元畸变控制阶段。图 2 为基于局部区域锈损单

元畸变控制方法的 RC 结构荷载路径拓扑搜寻流

程图，概括如下：

在预处理阶段，计算材料参数（f 'cm，f ly，η，f lu，η，

τa，η），定义混凝土和钢筋的材料本构模型。建立

锈蚀 RC 结构有限元模型，定义有限元分析输出

（即单元应变能、应变等）。

在拓扑搜寻阶段，拓扑优化迭代过程与 BE⁃
SO 方法相似。

步骤 1：定义初始的优化参数（rmin，V *，ER，

ε*，Emax 和 E 0
max）。

步骤 2：基于 ABAQUS 进行非线性有限元分

析，提取各单元的弹、塑性应变能。单元 i 的应变

能 w i 可表示为［38］：

w i = w e
i + w p

i （26）
式中：w e

i 和 w p
i 分别为第 i 单元的弹性应变能和塑

性应变能。

步骤 3：用式（25）计算单元灵敏度。

步骤 4：通过过滤和平均历史信息来更新单

元灵敏度。采用 Yang 等［24］提出的模糊滤波方案

得到网格无关性的荷载路径。该滤波方案可表

示为：

α̂ i = ∂C ( x͂，U ηl )
∂x͂ i

= ∑j ( )w ( rij )
∑j

w ( rij )
αj = ∑j

ηj αj

（27）
w ( rij )= max ( 0，rmin - rij ) （28）

式中：rij 为单元 i和单元 j中心之间的距离；w 为平
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均原始灵敏度权重函数；ηj 为权重因子；rmin 为过

滤半径。当前迭代步的敏感度 α̂ i 与前一个迭代步

的敏感度需要进一步平均［25］，以获得收敛的解决

方案。单元敏感度 α̂ i 可以表示为：

α̂ i = α̂ k
i + α̂ k + 1

i

2 （29）

步骤 5：确定下一个优化迭代步的目标体积。

下一迭代步的目标体积 V k + 1 可以表示为［39］：

V k + 1 = V k ( 1 ± ER ) （30）
式中：V k 为当前迭代步的体积；ER 为进化率。

步骤 6：更新设计变量和单元类型。若混凝

土单元灵敏度 α̂ i≤灵敏度阈值 α̂ th，则单元密度 x͂ i

由 1 切换为 x͂m。对于最小密度单元，若 α̂ i > α̂ th，

则单元密度 x͂ i 从 x͂m 切换为 1。再根据单元密度 x͂ i

更新混凝土和最小密度单元类型。

在局部区域锈损单元畸变控制阶段，首先，提

取锈损区单元集合 Ω v 内的最大应变 εk
max，并确定

其单元编号。其次，明确畸变度最大单元过滤半

径内的单元编号，并去除过滤半径内实体单元，形

成需要进行刚度缩放的单元集合 Ω nm。最后，比

较锈损单元的最大应变 εk
max 与应变阈值 ε* 的大

小，如果 εk
max > ε*，增大下一个迭代步中局部区域

锈损单元刚度 k k
m，η。如果 εk

max ≤ ε*，减小下一个迭

代步中的 k k
m，η，以抑制因单元刚度增加而引起的

优化误差。

重复上述优化迭代过程，直到满足目标体积

开始

定义材料本构模型和弹簧单元

初始化有限元模型并定义有限元输出

阶段I

阶段II

阶段III

用式(24)、式(26)~(28)计算并更新
单元灵敏度

用式(29)确定下一迭代步的优化目标体积

生成锈蚀RC结构最优荷载路径

结束

否

局部刚度自适应缩放

是

否

是

否

是

是

是

否

是

否

否

确定需调节刚度的单元集Ωnm
将不属于Ωv的单

元从其中去除

是

否

基于具有最大应变的单元编号,搜
寻其过滤半径内的单元编号Ωni

定义优化参数rmin,V 
*,ER,ε*,Emax和Em,η

0

计算材料参数fcm, fly,η, flu,η,τa,η见式(4)~(12)'

执行非线性有限元分析,并提取单元
弹、塑性应变能(wi 和wi )e p

αi ≤ αth?^

Em,η ≤ Emax?k

提取锈损单元最大应变εmax
k

切换混凝土单元灵敏度xi从xm到1~ ~

更新锈损单元弹性模量Em,η
k+1

更新应变阈值ε* = (εmax+ε*)/2k

用式(30)计算单元收敛准则Er
k

Er ≤ 0.001?k

切换锈损单

元灵敏度xi

从xm到1~

~

更新锈损

单元弹性

模量Em,η = Emaxk+1

获取具有最大应变的锈损单元编
号Ωn与应变εmax

k

计算x = εmax/ε*和f(x) = k
1+e−x

1

Ωni ϵ Ωv?

εmax > ε*?k

f(x) < f(α1)?

k+1Em,η = (α2 + f(x))·Em,η
k

否

否

是

 f(α1) 

 f(e) ≤

k+1Em,η = x·Em,η
k

k+1Em,η = ln(x)·Em,η
k

k+1Em,η = α4·Em,η
k

k+1Em,η = (α3+f(x))·Em,η
k

f(x) + 

k+1Em,η = (f(x) + 1 − f(1))·Em,η
k

≤ f(x) < f(e)?

 f(x) < 0.999?

1 − f(1) < α4?

^

图 2　基于局部区域锈损单元畸变控制方法的 RC结构荷载路径拓扑搜寻流程图

Fig. 2　Flow chart of load paths topology search for RC structures based on distortion control of 
local corrosion-damaged elements
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和收敛准则为止。锈蚀 RC 结构荷载路径搜寻终

止的收敛准则为［30］：

E k
r =

|

|
|
||
||

|
|
||
|∑

i = 1

N

( Ck - i + 1 - Ck - N + i + 1 )

∑
i = 1

N

Ck - i + 1

≤ θ （31）

式中：θ 为允许的收敛误差，通常取 θ = 0. 01%；N
为迭代步数量，可取 N = 5。

当结构柔度在至少连续 10 次迭代步中保持

稳定时，荷载路径搜寻过程终止。

3 验证与讨论

本文首先通过未锈蚀 RC 梁的数值算例验证

了所提方法的有效性与适用性。其次，研究了不

同锈蚀水平下 RC 梁的荷载路径。最后，讨论了

锈蚀钢筋的抗拉强度损失和粘结退化对荷载路径

的影响。

3. 1　验证

（1） 未锈蚀三维 RC 梁荷载路径搜寻

采用 RC 梁荷载路径搜寻来说明本文所提方

法的有效性与适用性，如图 3 所示。由于 RC 梁结

构的对称性，取该结构的 1/4 进行荷载路径搜

寻以节约计算成本。1/4 RC 梁尺寸为 10 mm×
15 mm×60 mm，采用六面体单元网格将设计域

离散为 10 × 15 × 60 个网格。集中力和约束施加

于刚性垫板节点上，以防止局部混凝土单元过度

变形。采用嵌入约束将混凝土单元节点分别与上

部纵向钢筋和箍筋单元节点进行连接。采用弹簧

单元连接下部纵向钢筋节点与混凝土单元节点。

在本算例中，惩罚因子 P、过滤器半径 rmin、目

标体积分数 V * 和进化率 ER 分别设置为 3、4 mm、

15% 和 0. 04。局部刚度自适应缩放策略中系数

α1、α2、α3 和 α4 分别取 1. 2、0. 5、1 和 0. 9。锈损材

料的初始弹性模量和泊松比分别设置为 E 0
m，η =

10-4 E c 和 v0 = 0. 4。不同工况下锈损材料的弹性

模 量 阈 值 Emax 分 别 设 置 为 1、10、25、50、100、
150 MPa。混凝土的力学性能如下：弹性模量为

32 000 MPa，泊松比为 0. 2，抗压强度为 40 MPa，
极限应变为 0. 003 0，滑移植为 1 mm。钢筋材料

的力学性能如下：弹性模量为 190 000 MPa，泊松

比为 0. 3，钢筋直径为 3 mm，屈服强度为 400 MPa，
极限强度为 580 MPa。

图 4 给出了基于 BESO 方法的未锈蚀 RC 梁

3D 最优荷载路径。图 4（a）为无埋置钢筋的弹性

RC 梁 3D 荷载路径，其中混凝土被模拟为各向同

性弹性材料，该荷载路径中存在受拉混凝土轨迹，

而实际结构中混凝土材料难以承受较大的拉应

力，因此该荷载路径与结构传力机理存在一定差

异。当考虑埋置钢筋与材料非线性等因素的影响

时，从图 4（b）中可以看出 RC 梁底部受拉的混凝

土轨迹逐渐被纵筋替代，但由于出现了由单元畸

变引起的数值失稳问题，导致了荷载路径搜寻过

程终止。在最后的迭代步中，局部区域钢筋出现

了应力集中，使得周边具有无限小刚度的最小密

度单元发生畸变。因此，局部区域单元畸变会导

致结构荷载路径搜寻过程中出现数值失稳问题。

图 5 给出了基于本文方法的不同荷载下未锈

蚀 RC 梁 3D 荷载路径。在最小荷载 F = 1 N 的情

况下，由于混凝土材料拉-压性能不对称特征，图

4（a）中底部受拉混凝土轨迹在优化过程中被去

除，其拉应力由图 5（a）中底部钢筋承受。此外，

两者在剪跨段的传力轨迹也基本一致，外部荷载

主要由加载点传递至底部钢筋，一部分外力由底

F

简支约束

图 3　三维 RC梁优化模型示意图

Fig. 3　Schematic diagram of 3D RC beam
optimization model

(a) F = 1 N 弹性拓扑构型

F F

FF

(b) F = 1 N

图 4　基于 BESO 方法的 RC梁荷载路径

Fig. 4　Load paths of RC beam based on BESO method
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部钢筋传递至支撑点，另一部分由倾斜混凝土杆

传递至支撑点，如图 5（a）所示。在较小外部荷载

作用下结构仍处于弹性阶段，因此图 5（a）与图 4
（a）中的荷载路径除顶部水平受压混凝土轨迹外

基本一致。

当载荷 F 从 100 N 增加到 800 N 时，RC 梁的

荷载路径从加载点直接延伸至支撑点，如图 5（b）
~（d）所示。在此过程中，RC 梁底部逐渐开裂，从

跨中竖向裂缝向剪跨段倾斜裂缝发展。RC 梁被

分割为上部较大的拱形混凝土块与下部较小的混

凝土柱，低效的混凝土单元会被逐渐去除，外部荷

载主要由上部的拱形混凝土块直接传递至支撑

点，RC 梁底部拉力由纵筋承受。

当荷载 F 增加到 1 000 N 时，RC 梁的荷载路

径从加载点向梁 1/3 处延伸，将一部分外部荷载

传递至底部钢筋，上部仍为拱形的荷载路径，在剪

跨段两条荷载路径轨迹几乎平行，体现了 RC 梁

的剪切行为，如图 5（e）所示。RC 梁的荷载路径

与其传力机理基本一致。随着荷载增大到 1 000 
N，混凝土裂缝宽度逐渐变大，外部荷载一部分由

上部拱形混凝土块传递至支撑点。另一部分外部

荷载从加载点由下部混凝土块向剪跨段底部纵筋

传递，再由纵筋传递至支撑点。其中，部分荷载由

箍筋传递至上部拱形混凝土块，再传递至支撑点。

随着荷载进一步增大到 1 500 N，RC 梁荷载路径

轨迹与上一工况下的荷载路径基本保持一致，如

图 5（f）所示。

综上所述，本文方法可合理地生成 RC 梁荷

载路径，且无数值失稳问题。实际工程中 RC 构

件多受弯、剪、扭等复合作用，复合受力作用会改

变 RC 构件的应变能分布，导致结构荷载路径发

生变化，本文所提方法是基于 BESO 方法改进所

得，其适用性并不会受边界条件变化的影响［40］。

（2）锈蚀三维 RC 梁荷载路径搜寻

图 6 为不同锈蚀水平下（0%~20%）锈蚀 RC
梁在外部荷载 F = 800 N 时的荷载路径变化规

律。锈蚀 RC 梁的荷载路径随着锈蚀率的增加逐

渐发生变化。钢筋锈蚀率增加与荷载增大下锈蚀

RC 梁的荷载路径变化规律基本一致。结果表

明，锈蚀会加速 RC 梁的荷载路径由非极限状态

向极限状态转变。这一现象可能是由于锈蚀 RC
梁的极限承载力随着锈蚀率的增加而降低所导致

的 。 随 着 钢 筋 锈 蚀 率 的 增 加 ，外 部 荷 载 F =
800 N 可能成为 RC 梁的极限荷载。

3. 2　讨论

图 7 为不同粘结强度下锈蚀 RC 梁的荷载路

(a) F = 1 N

(d) F = 800 N

(e) F = 1000 N

F F

(b) F = 100 N 

(c) F = 500 N

(f) F = 1500 N

图 5　不同荷载工况下 RC梁的拓扑优化

Fig. 5　Topology optimization of RC beams under
different load cases

(f) τα,η = 3.20 MPa(e) τα,η = 3.26 MPa

(d) τα,η = 3.33 MPa

(a) τα,η = 4.15 MPa (b) τα,η = 3.45 MPa

(c) τα,η = 3.41 MPa

图 7　当 F=800 N时，不同粘结强度下锈蚀

RC梁的荷载路径

Fig. 7　Load paths of corroded RC beams under
different bond strength when F=800 N

(a) ηl = 0% (b) ηl= 3%

(c) ηl = 5%

(f) ηl= 20%(e) ηl= 15%

(d) ηl = 10%

图 6　当 F=800 N时，不同锈蚀水平下锈蚀

RC梁的荷载路径

Fig. 6　Load paths of corroded RC beams with different
corrosion rates when F=800 N
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径。根据式（13）可确定锈蚀 RC 梁的粘结强度，

锈蚀率分别取 0%、3%、5%、10%、15% 和 20%。

随着锈蚀钢筋与混凝土间粘结强度的降低，锈蚀

RC 梁荷载路径逐渐发生变化。由于钢筋与混凝

土间粘结性能的退化，在荷载 F = 800 N 作用下

的荷载路径逐渐转变为极限状态下荷载路径。

图 8 为不同抗拉强度下锈蚀 RC 梁的荷载路

径。采用与上文相同的锈蚀率（即 0%、3%、5%、

10%、15% 和 20%），可根据式（11）和式（12）确定

锈蚀钢筋的抗拉强度。不同抗拉强度下锈蚀 RC
梁的荷载路径基本相同，除了图 8（f）中的荷载路

径。这是因为在锈蚀钢筋力学性能损失下 RC 梁

未达到极限状态。结果表明，在相同锈蚀水平下，

荷载路径对粘结退化比对钢筋材料性能损失更为

敏感。

4 结　论

（1）本文方法能够合理地生成锈蚀 RC 梁的

3D 荷载路径。锈蚀 RC 梁的 3D 荷载路径随着锈

蚀程度与外部荷载的增加逐渐发生变化。锈蚀损

伤会加速锈蚀 RC 梁荷载路径由非极限状态向极

限状态转换。

（2）本文提出的局部区域锈损单元畸变控制

方法可有效地克服由锈损单元畸变引起的数值失

稳问题，给出的局部刚度自适应缩放策略可合理

地根据单元畸变度对单元刚度进行多比例缩放，

有效地抑制优化误差。

（3）锈损 RC 梁的 3D 荷载路径会随粘结强度

与钢筋抗拉强度的退化而发生变化。在相同锈蚀

水平下，锈损 RC 结构的荷载路径发展规律对粘

结退化比对锈蚀钢筋的力学性能损失更为敏感。
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